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1 引引引言言言

在对现实世界中的不确定性进行建模时，传统的常微分方程（乏乄久）往往显得力不从心。我
们需要能够处理随机性的数学工具，便引出了随机微分方程（乓乄久）。作为本系列的第一篇文
章，我们将从数学角度系统地介绍这一基础层面。我们将定义什么是随机过程，解释什么是滤过
与适应性，并以布朗运动为核心案例展开深入讨论，然后理解布朗运动作为乓乄久 驱动项的严谨逻
辑，并学习其构造方式。

读者应具备一定的数学基础，主要包括高中微积分，基础概率论（特别是对概率空间、随机
变量、分布与独立性等概念的掌握），初步的测度论直觉。尽管本文将尽量通过直观解释引导理
解，但若希望深入掌握其背后的逻辑结构，仍建议读者在阅读过程中适时回顾或补充相关基础知
识。

Ouyang又在挖系列坑了...希望会继续写下去吧XD

2 随随随机机机过过过程程程的的的基基基本本本定定定义义义

2.1 形形形式式式定定定义义义

乄乥丌乮乩乴乩乯乮 串丮丱 丨随机过程丩丮 设丨上,F ,P丩 是一个概率空间，T 是时间索引集（如T 丽 N 或T 丽
乛丰,∞丩），状态空间为Rd。如果对每个t ∈ T，Xt 为 上 → Rd 是F中可测的随机变量，则称{Xt}t∈T

是一个取值于Rd 的随机过程。

从直观上看，随机过程就是一组随时间变化的随机变量。与单一随机变量不同，它的意义更
像是随机性随时间扩展与积累，即关注过程本身。每一个ω ∈ 上 对应一条样本路径t 7→ Xt丨ω丩，
描述了在某一具体情形下，系统的完整演化轨迹。举个例子，在金融市场中，股价可以被视为一
个连续时间的实值随机过程。

定义直觉上很好理解吧？！话虽如此，要将理论进一步发展光有脑瓜子里的直觉是不够的，
我们还要理解一些经典的随机过程并理解它们的结构与性质。

2.2 泊泊泊松松松过过过程程程

简单回顾一下，泊松分布常用于描述在固定时间区间内发生的稀疏、独立事件的数量，其中λ
表示该时间区间内事件发生的平均次数。例如，在一分钟内平均接到丳 个电话，那么该分钟内接
到k 个电话的概率就服从参数为λ 丽 丳 的泊松分布。
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乄乥丌乮乩乴乩乯乮 串丮串 丨泊松分布丩丮 设λ > 丰 为给定的参数，称离散随机变量N 服从参数为λ 的泊松分
布，记作N ∼ 乐乯乩乳乳乯乮丨λ丩，如果其概率质量函数为：

P丨N 丽 k丩 丽
λke−λ

k両
, ∀k ∈ N0.

我们将泊松分布的概念扩展到连续时间的框架，使对象在每个时间区间的增量服从相应参数
的泊松分布，即为泊松过程。

泊松过程是用于建模一系列离散事件在时间中随机发生的经典模型。事件之间彼此独立，且
单位时间内事件发生的平均频率是已知的常数。这意味着我们虽然知道事件大致多久发生一次
（例如每小时平均有λ 次事件），但却无法预测每一次事件的确切时刻。像一种乜无记忆性丢，一
件事情的发生是否并不会影响下一个事件出现是否的概率。

乄乥丌乮乩乴乩乯乮 串丮丳 丨泊松过程丩丮 一个随机过程{Nt}t≥0 称为参数为λ > 丰 的泊松过程，若满足：

• 初始值为零：N0 丽 丰 几乎处处

• 增量独立性（义乮乤乥买乥乮乤乥乮乴 义乮乣乲乥乭乥乮乴乳）：对于任意满足丰 ≤ t0 < t1 < · · · < tn 的时间点，
增量

Nt1 −Nt0 , Nt2 −Nt1 , . . . , Ntn −Ntn−1

是相互独立的随机变量；

• 增量分布稳定性（乓乴乡乴乩乯乮乡乲乹 义乮乣乲乥乭乥乮乴乳）：对任意s < t，增量Nt−Ns 服从参数为λ丨t− s丩
的泊松分布，即

P丨Nt −Ns 丽 k丩 丽
乛λ丨t− s丩九k

k両
e−λ(t−s), ∀k ∈ N0

• 样本路径性质：对几乎所有ω ∈ 上，映射t 7→ Nt丨ω丩 是右连续并具有左极限（即乣丒乡乤乬丒乡乧），
且仅在可数个时刻发生单位跳跃，即丁Nt 为丽 Nt −Nt− ∈ {丰, 丱}, 乡乮乤 {t 为 丁Nt 丽 丱} 在每
个有限区间内是有限集合。

换言之，它描述的是在单位时间内事件的累计次数这一随机变量的行为。当我们将这个思想
推广到乜任意时间区间丢时，就得到了一条随时间演化的事件计数路径，也就是泊松过程。实际
上，泊松过程的定义正是建立在乜任意时间长度的事件计数，始终服从参数与时间长度成比例的
泊松分布丢的假设之上。

2.3 布布布朗朗朗运运运动动动（（（Wiener 过过过程程程）））

布朗运动是连续时间、连续状态空间的基本随机过程。与泊松过程那种阶梯式、分段常数的
跳跃路径不同，布朗运动展现出的是连续扰动与非平稳走势的典型特征，这也正是它在乓乄久 中被
用作驱动项（噪声源）的原因。

高高高斯斯斯分分分布布布回回回顾顾顾 我我我们回顾一下，一个实值随机变量X 被称为服从参数为µ ∈ R 和σ2 > 丰 的正态
分布（或高斯分布），记作X ∼ N 丨µ, σ2丩，如果其概率密度函数为：

f丨x丩 丽
丱√
串πσ2

乥乸买

(
− 丨x− µ丩2

串σ2

)
, x ∈ R.

其中，µ 表示该分布的均值，σ2 表示方差，控制了样本的波动程度。当µ 丽 丰, σ2 丽 丱 时，称
为标准正态分布，记作N 丨丰, 丱丩。正态分布是概率论中最重要的分布之一，具有对称性、单峰性和
稳定性等性质。
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乄乥丌乮乩乴乩乯乮 串丮临 丨布朗运动丩丮 设丨上,F ,P丩为概率空间，{Ft}t≥0为满足通常条件（乲乩乧乨乴中乣乯乮乴乩乮乵乯乵乳丬
乣乯乭买乬乥乴乥）的滤过。一个一维随机过程{Wt}t≥0 称为标准布朗运动，若满足：

• 初始值为零：W0 丽 丰 几乎处处；

• 独立增量（乩乮乤乥买乥乮乤乥乮乴 乩乮乣乲乥乭乥乮乴乳）：对于任意丰 ≤ t0 < t1 < · · · < tn，增量

Wt1 −Wt0 , Wt2 −Wt1 , . . . , Wtn −Wtn−1

相互独立；

• 正态增量（乇乡乵乳乳乩乡乮 乩乮乣乲乥乭乥乮乴乳）：对于任意s < t，增量Wt −Ws 服从正态分布，满足

Wt −Ws ∼ N 丨丰, t− s丩

• 样本路径连续：几乎处处，映射t 7→ Wt丨ω丩 在t 上连续。

布朗运动的路径几乎处处是连续但不可导的。意味着虽然看起来平滑，其实际都是微小震
荡，任何两个瞬间之间都存在不可预测的波动。直观上它像是在不断乜抖动丢的曲线，没有明确的
方向导数。

乆乩乧乵乲乥 丱为 左：泊松过程；右：布朗运动。

3 Filtration与与与适适适应应应性性性

3.1 滤滤滤过过过的的的定定定义义义

乄乥丌乮乩乴乩乯乮 丳丮丱 丨滤过丩丮 设丨上,F ,P丩 是一个概率空间。若{Ft}t≥0 是一族σ中代数，满足

Fs ⊆ Ft ⊆ F , ∀s ≤ t

则称{Ft} 为一个滤过（丌乬乴乲乡乴乩乯乮）。

滤过描述了信息如何随时间逐步累积的过程。直观地说，Ft 表示乜在时间t 之前能够观测到的
所有随机事件丢的集合，随着时间的推移，所能获取的信息越来越多。。

在实际分析中，我们通常要求滤过满足乜常规条件丢（乵乳乵乡乬 乣乯乮乤乩乴乩乯乮乳），即：

中 右连续性：Ft 丽
⋂

s>t Fs；中 完备性：F0 包含所有P中零测集。

3



Anqiao Ouyang 布朗运动与随机过程的构造 Filtration与适应性

3.2 适适适应应应性性性

乄乥丌乮乩乴乩乯乮 丳丮串 丨适应性丩丮 设{Xt}t≥0 是一个随机过程，若对所有t ≥ 丰，随机变量Xt 都是Ft中可
测的，则称该过程对滤过{Ft} 是适应的（乡乤乡买乴乥乤）。

适应性意味着在时间t 时，过程Xt 的取值是乜可以被知道的丢，即Xt 不依赖未来的信息。我们
通常只允许乜非预知性丢的过程作为被积函数或系数函数，故这个条件在随机积分与乓乄久中至关重
要。

我们只能对已经发生的过程信息进行积分，不能对未来乜偷看丢（所以做错了选择就不要抱着
赌徒心理想着乜下次不会了丢哦为），在伊藤积分的定义中，这样的适应性是一个基本要求，我们将
在下一章详细讨论。

3.3 自自自然然然滤滤滤过过过与与与预预预测测测性性性

自然滤过是研究随机过程时最常用的滤过之一。在大多数情况下，我们默认某一过程的行为
仅依赖于它自身的历史，因此自然滤过成为刻画信息流动的基本结构。

乄乥丌乮乩乴乩乯乮 丳丮丳 丨自然滤过丩丮 设{Xt}t≥0 是一个随机过程，其自然滤过（乮乡乴乵乲乡乬 丌乬乴乲乡乴乩乯乮）定义
为：

FX
t 为丽 σ丨Xs 为 丰 ≤ s ≤ t丩

即由该过程在区间乛丰, t九 内的所有取值所生成的最小σ中代数。整个族{FX
t }t≥0 构成一个随时间增长

的信息结构，描述了乜该过程自身在每个时刻之前可观测的信息丢。

例如，布朗运动Wt 对其自然滤过

FW
t 为丽 σ丨Ws 为 丰 ≤ s ≤ t丩

是适应的，因为Wt 的值完全由历史路径决定。

预测性过程比适应过程更严格，它要求每个时刻的值都乜可以在严格更早的时间预测到丢。这
类过程在后续定义随机积分时非常重要，它确保被积函数不会依赖未来的信息。在大多数应用
中，左连续的适应过程都是预测性的。尽管本章不涉及积分，但理解预测性的基本形式，有助于
在后续伊藤积分构造中掌握积分对乩乮乴乥乧乲乡乮乤 的可测性要求。

乄乥丌乮乩乴乩乯乮 丳丮临 丨预测性过程丩丮 设{Ft}t≥0 是一个滤过。一个过程{Ht}t≥0 被称为是该滤过下的预
测性过程（买乲乥乤乩乣乴乡乢乬乥 买乲乯乣乥乳乳），如果它在乛丰,∞丩× 上 上是对预测σ中代数P 可测的，其中P 是由
以下类过程生成的最小σ中代数：

• 对每个t 左连续的适应过程；

• 分段常数过程，其在区间丨ti, ti+1九 上取Fti中可测的常值。

值得注意的是，适应过程已经不允许乜预知未来丢，但预测性过程更严格，它甚至不允许你
在乜当下丢做出决定，只能基于严格的乜过去丢行动。如果你在每个时刻t 观察了窗外天气（也就是
用了当前时刻的信息Ft 之后再决定是否带伞，那你的策略Ht 是Ft中可测的，属于适应性过程。要
做到预测性过程的话，你必须在t 时刻到达之前，已经根据过去的天气情况（即Ft−）决定是否带
伞。

这听起来有点怪，那凭什么它还叫乜预测丢？在这里乜预测丢体现在的是人可以提前知道它将怎
么做的事实，而非直觉上的乜预测未来丢，好一个迷惑！
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4 布布布朗朗朗运运运动动动的的的构构构造造造

布朗运动作为随机微分方程中的核心驱动项，其理论基础建立在一套清晰的概率结构之上。
为了确保这类过程在概率空间中确实存在，并可以被模拟、分析和应用，我们需要从多个角度系
统性地构造布朗运动。

4.1 布布布朗朗朗运运运动动动的的的公公公理理理定定定义义义

在乄乥丌乮乩乴乩乯乮 串丮临 中，我们已经给出了标准布朗运动的公理化定义，它由四个基本性质构成：
初始为零、具有独立增量、增量服从正态分布，以及样本路径几乎处处连续。乜连续却不可预
测丢的随机扰动模型的路径是连续的，却没有导数；增量服从高斯分布，但彼此之间独立，且服
从平稳的时间结构。

这里我们对布朗运动的公理化定义的四个主要条件做一简单的回顾理解其数学意义：

• 初初初始始始值值值为为为零零零：W0 丽 丰

这一条件确保布朗运动从一个确定的起点开始，使过程在时间上具有一致性。在数值模
拟、建模或理论分析中，明确的初始条件用于统一各种布朗路径的比较与归一化。

• 独独独立立立增增增量量量：不同时间区间的增量相互独立

对任意时间点序列丰 ≤ t0 < t1 < · · · < tn，增量Wt1 −Wt0 ,Wt2 −Wt1 , . . . 是相互独立的。这
个条件意味着布朗运动在每个时间段内的变化不受过去影响，体现出过程的乜无记忆性丢。

• 正正正态态态增增增量量量：增量服从正态分布，对任意s < t，增量Wt −Ws ∼ N 丨丰, t − s丩。这说明布朗运
动在任意时间区间上的扰动大小（方差）与区间长度成正比，且其分布是高斯分布，体现
过程的乜均匀波动性丢。

• 样样样本本本路路路径径径连连连续续续：几乎处处连续的样本路径

对于几乎所有ω ∈ 上，映射t 7→ Wt丨ω丩 是连续函数。虽然路径连续，但布朗运动几乎处处不
可导，因此轨迹极为不规则。这种结构是布朗运动可以建模乜持续但无方向丢的随机扰动的
原因。

临丮丱丮丱 样样样本本本路路路径径径的的的连连连续续续性性性与与与不不不可可可导导导性性性

布朗运动的样本路径是连续的，但却几乎处处不可导。具体来说，尽管布朗运动的轨迹没有
跳跃，具有平滑的外观，但它在每一点处都不可微分。这一特性是它区别于许多其他随机过程的
特点。

路路路径径径连连连续续续性性性 布布布朗运动的路径连续性意味着，过程的每一个样本路径随着时间的推移不会突然中
断或跳跃。在数理上，布朗运动在任何有限时间区间内，几乎所有的样本路径都是右连续的，且
没有跳跃点。这一点与泊松过程等乜跳跃过程丢形成鲜明对比。

不不不可可可导导导性性性 尽尽尽管布朗运动的路径是连续的，但它的路径在几乎每个时间点都没有定义导数，即布
朗运动几乎处处不可导。这种不可导性反映了布朗运动的高度不规则性，数学上也表现为其路径
的粗糙度。这是因为布朗运动的增量是随机的，并且随着时间的流逝，它的乜微小波动丢逐渐变得
越来越频繁，导致其没有稳定的导数。
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4.2 协协协方方方差差差结结结构构构与与与高高高斯斯斯过过过程程程

布朗运动作为一个典型的随机过程，其最重要的性质之一是它是一个个个高斯过程个个。这意味
着，布朗运动的任意有限维分布都是多元正态分布，其协方差结构非常关键。布朗运动的协方差
结构为：

E乛WsWt九 丽 乭乩乮丨s, t丩

布朗运动在任意时间点的值不仅与当前时刻的扰动有关，还与历史信息有关。

高高高斯斯斯过过过程程程 一一一个高斯过程是指它的任何有限维分布都服从多元正态分布。布朗运动是高斯过程的
一个特例，因为对于任意的时间点t1, t2, . . . , tn，布朗运动的联合分布是多元正态分布，且其均值
为零，协方差为E乛WsWt九 丽 乭乩乮丨s, t丩。即较早的时间点对后续时间点的变化有一定影响，而这种
影响随着时间的推移逐渐减弱。它也意味着布朗运动的增量是平稳的，但仍然是随机的。

布朗运动的协方差结构是随机过程的建模的基础。此外，布朗运动的高斯性质使得它在理论
上易于处理，因为高斯过程的性质（如线性组合的闭合性、条件分布等）使得它在许多分析方法
中都能得到非常方便的应用。

这些性质为我们提供了布朗运动的行为特征，但它们并没有告诉我们如何确保这样的过程确
实存在。也就是说尽管我们已经定义了布朗运动的属性，仍然需要证明在某些概率空间中，存在
一个过程，满足这些公理化条件。

之乯乬乭乯乧乯乲乯乶存存存在在在定定定理理理

为了证明布朗运动的存在性，我们需要使用之乯乬乭乯乧乯乲乯乶存在定理，从一组已知的有限维分布
中构造一个满足这些分布的随机过程。如果一组有限维分布满足一致性条件（即，在不同时间点
的联合分布满足预期的分布规律），那么可以构造一个随机过程，使得它的有限维分布与这些一
致。

乔乨乥乯乲乥乭 临丮丱 丨之乯乬乭乯乧乯乲乯乶存在定理丩丮 设{Ft}t≥0 为一族满足一致性条件的有限维分布族，即对
任意时间丰 ≤ s < t，其联合分布满足：

P丨Xs ≤ x1, Xt ≤ x2丩 丽 P丨Xs ≤ x1丩 · P丨Xt ≤ x2|Xs 丽 x1丩

那么，存在一个概率空间丨上,F ,P丩 和一族随机变量{Xt}t≥0，使得它们的有限维分布与Ft 完全一
致。也就是说，存在一个随机过程，使得它在每个有限维分布下满足上述条件。

在布朗运动的构造中，我们将利用之乯乬乭乯乧乯乲乯乶存在定理来从布朗运动的有限维分布（即每个
时间段内的增量分布）推导出一个随机过程。通过定义这些增量服从正态分布，并满足独立性等
条件，我们能够构造出一个满足布朗运动所有公理的过程。

4.3 Levy-Ciesielski构构构造造造

乌乥乶乹中乃乩乥乳乩乥乬乳乫乩 构造方法提供了一种将布朗运动从离散过程推导出来的方式。该方法通过将布
朗运动的连续路径表示为一系列离散随机游动的极限，从而为布朗运动的理论和数值仿真提供了
一种优雅的构造手段。

乌乥乶乹中乃乩乥乳乩乥乬乳乫乩 构造是基于布朗运动路径的小波展开。假设我们有一组独立的标准正态随机变
量{Zk}，这些随机变量构成了离散过程的增量。通过对这些增量的加权和，并按照特定的时间间
隔进行分段，我们可以构造出布朗运动的连续路径。将布朗运动看作是一个无限多次的小步伐的
极限过程，每一次小步伐都是从一个离散过程（如对称随机游动）中抽取的。这通过适当缩放和
加权离散随机过程，能够生成布朗运动的路径。
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设一组基于二进制小波基底的随机变量{Zk}，通过如下的级数展开来构造布朗运动的样本路
径：

Wt 丽

∞∑
k=1

串−
k
2 Zk丱[2−k,2−k+1)丨t丩

其中，{Zk} 是一组独立的随机变量，服从N 丨丰, 丱丩 的标准正态分布，丱[a,b)丨t丩 是单位区间指示函
数。

布朗运动的路径被表示为一系列增量的线性组合，每个增量的大小随着k 的增大而逐渐减小。
这种方法实际上将布朗运动视为一个具有乜无限精度丢的离散过程，其中每个时间段内的扰动都可
以看作是小步伐的累加，最终形成一个连续的轨迹。

乌乥乶乹中乃乩乥乳乩乥乬乳乫乩 构造的一个重要特点是它能够从离散随机游动出发，生成一个平滑的连续过
程，且在构造过程中能够保留布朗运动的所有基本统计性质，包括独立增量、正态分布增量和路
径连续性。

虽然乌乥乶乹中乃乩乥乳乩乥乬乳乫乩 构造数学上非常简洁，但在实际应用中可能会因为计算复杂度而受到限
制。尤其是在需要生成精确路径时，这种方法需要处理大量的小波系数，从而对计算资源提出较
高要求。因此，在实际数值仿真中，常常会结合其他方法进行近似计算。

4.4 Donsker定定定理理理

我们不妨换一个视角来看布朗运动。通过将离散时间的对称随机游动（乳乹乭乭乥乴乲乩乣 乲乡乮乤乯乭
乷乡乬乫）在极限下逼近为布朗运动。乄乯乮乳乫乥乲定理表明，如果我们将一个适当缩放的离散过程（如
对称随机游动）推向极限，它将收敛于布朗运动。

设{Sn}n≥0 是一个适当缩放的对称随机游动（例如，步长为丱/
√
n，每步的方向独立且均匀分

布）。那么，随着n → ∞，该随机游动的路径将收敛于布朗运动Wt，即：

乬乩乭
n→∞

S⌊nt⌋√
n

丽 Wt

这里Sn 表示离散时间下的随机游动，⌊nt⌋ 表示在t 时刻的索引。乄乯乮乳乫乥乲定理实际上给出了离散
过程向布朗运动转化的收敛性和极限分布。

值得注意的是其收敛性是收敛性，当时间间隔无限小，步长无限多时，离散过程的轨迹会趋
向于一个连续的路径，且其增量服从正态分布。

乄乯乮乳乫乥乲定理不仅仅是布朗运动的理论基础，它在数值模拟、随机过程的近似计算等实际应用
中具有重要意义。通过乄乯乮乳乫乥乲定理，我们可以利用离散随机游动来模拟布朗运动，并通过增加
时间步长的精度来近似布朗运动的轨迹。它为模拟过程提供了逼近方法，并且与乌乥乶乹中乃乩乥乳乩乥乬乳乫乩
构造一起，在随机微分方程的数值解法中有广泛应用。
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