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1 引引引言言言

拉普拉斯方程是一种偏微分方程，又称位势方程、调和方程。拉普拉斯方程在数学和物理中
有举足轻重的地位，例如我们耳熟能详的复分析中的调和函数理论、傅里叶分析、以及变分法
等，都经常出现它的身影。

最近我做的内容稍微涉及了相关的知识，故顺便写篇短文。本文将简述拉普拉斯方程的定义
及其基本形式，介绍其常见的、简单的解法和用途。

2 基基基础础础概概概念念念

2.1 连连连续续续拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯算算算子子子

那我们首先谈谈拉普拉斯算子。

我们知道梯度（杇杲条杤杩来杮杴）是一个向量场，表示函数中各方向上的最大变化率。在一个n 维欧
氏空间中，一个光滑的标量函数的梯度定义为
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而拉普拉斯算子（杌条杰杬条杣来 杯杰来杲条杴杯杲）是n 维欧氏空间中的一个二阶微分算子，对于一个光滑
的标量函数f，其拉普拉斯算子被定义为梯梯梯度度度的的的散散散度度度
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以下给出在二维和三维空间中的拉普拉斯算子，在常见的坐标系下的形式，这些都是非常基
础且常用的，读者应当熟记。

2.1.1 二二二维维维空空空间间间

在二维空间中，拉普拉斯算子的笛卡尔坐标系表示为
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极坐标系表示为
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抛物线坐标系表示为
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2.1.2 三三三维维维空空空间间间

在三维空间中，拉普拉斯算子的笛卡尔坐标系表示为
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圆柱坐标系表示为
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抛物柱面坐标系表示为
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球面坐标系表示为
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2.1.3 对对对称称称性性性与与与自自自伴伴伴随随随性性性

回顾一下，我们知道一个线性算子A 是对称的，意味着着希尔伯特空间内，它满足对于所有
的f, g ∈ 杄杯杭木A朩 有⟨Af, g⟩ 朽 ⟨f,Ag⟩。对称算子是自伴随算子的一个弱化条件，只要求在定义域
内保持内积对称性，并不要求在全体空间中自伴随。对于拉普拉斯算子朁，我们一般将其定义在
一个适当的函数空间上，如L2 空间中的H1

0 木朊朩，其中的朊 是一个有界区域。这时，拉普拉斯算
子朁 是对称的。

一个线性算子A 是自伴随的，当且仅当它是对称的，并且其定义域与其伴随算子的定义域是
相同的。在通常的边界条件下，比如狄利赫雷边界条件（f 朽 朰 在边界上），拉普拉斯算子是自
伴随的。这是因为这样的边界条件确保朁 的定义域和其伴随算子的定义域相同。

某些算子在其初始定义域上并非自伴随，但可以通过扩展定义域使其自伴随。举个简单常见
的例子，在希尔伯特空间中，自伴随扩展的一个经典方法涉及缺口空间（杤来朌杣杩来杮杣杹 杳杰条杣来）和缺
口指数，对于一个对称算子，我们定义缺口空间
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K± 朽 杫来杲 木A∗ ∓ iI朩

缺口空间的维数d± 朽 杤杩杭木K±朩 被称为算子的缺口指数，有三种情况可以判断：

朱朮 如果d+ 朽 d− 朽 朰，则A 是自伴随的，不需要扩展。

朲朮 如果d+ 朽 d−，则A 有可能通过某种扩展变为自伴随。具体的扩展会在不同的边界条件下给
出。

朳朮 如果d+ ̸朽 d−，则A 无法扩展为自伴随算子。

至于更具体的分析和拓展的例子，以后有机会可能会在泛函分析专栏的线性算子理论详细讨
论。好让我们接着看拉普拉斯方程。

2.2 定定定义义义

拉普拉斯方程归结于求解对实变量x, y, z 二阶可微连续到边界的实函数，形如

朁f 朽 朰

拉普拉斯方程的解被称为调和函数。调和函数的性质很好，也是数分的熟面孔了，后续我们
将在复分析的文章详细讨论调和函数的性质及相关定理。

2.2.1 位位位势势势场场场

顺便提一嘴。位势场（材杯杴来杮杴杩条杬 杆杩来杬杤）是一种标量场或向量场，它在空间中每一点的值代表
某种杜势朢，如重力势、电势或温度场。一个位势场通常由一个标量函数定义，例如在物理中我们
有位势函数ψ，场强可以被表示为

F⃗ 朽 −∇ψ

这不重要。重要的是在描述无源（或无电荷、无质量等分布的）区域的场时，位势函数通常
满足拉普拉斯方程。这意味着在一个无源的静电场或重力场中，位势分布在空间中不会发生变
化，表现出稳定的状态。故满足拉普拉斯方程的位势函数被称为调和函数，在其定义域内没有局
部极值。

2.3 定定定解解解问问问题题题与与与外外外问问问题题题

拉普拉斯方程的定解问题（有时称为内部问题）和外问题之间的区别主要在于问题定义的区
域范围和边界条件的不同。

我们研究封闭或半封闭系统内部的物理现象，例如管道内的流体流动、建筑物内部的温度分
布、绝缘区域内的电场等，常用的是定解问题。定解问题通常涉及一个有限的区域，我们需要在
有限区域的边界上定义边界条件。

而外问题涉及一个无限或半无限的区域，通常是整个空间减去一个有界的区域。例如研究无
限空间中区域外的场，如电荷在无穷大空间中的电场分布、声源或热源在开放区域外部的传播问
题，亦或是当研究声学、热传导或静电场的外部问题时，通常要求解在无穷远处衰减为零或趋于
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常数。外问题的边界条件通常在无穷远处指定，常见的情况有杄杩杲杩杣杨杬来杴 外问题和李来杵杭条杮杮 外问
题。

有时为了将定解问题和外问题区别，我们有时也把第一、二边值问题分别称为杄杩杲杩杣杨杬来杴 内问
题和李来杵杭条杮杮 内问题。

2.4 通通通解解解

再谈谈拉普拉斯方程的通解。

齐次拉普拉斯方程的通解可以由分离变量法得到。我们以三维空间为例，分别讨论不同坐标
系下的情况。

2.4.1 笛笛笛卡卡卡尔尔尔坐坐坐标标标系系系

给定拉普拉斯方程
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其解可以写为各变量分离的形式

f木x, y, z朩 朽 X木x朩Y 木y朩Z木z朩

我们直接将其带入方程
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在这个方程中，x, y, z 均为独立变量，因此每一项必须等于一个常数。我们引入仨分离常
数−k2x,−k2y,−k2z，可以推得方程的通解为

X木x朩 朽 A1 杣杯杳木kxx朩 末A2 杳杩杮木kxx朩

Y 木y朩 朽 B1 杣杯杳木kyy朩 末B2 杳杩杮木kyy朩

Z木z朩 朽 C1 杣杯杳木kzz朩 末 C2 杳杩杮木kzz朩

或者干脆直接写成

f木x, y, z朩 朽 e±ikxxe±ikyye±ikzz

2.4.2 圆圆圆柱柱柱坐坐坐标标标系系系

我们知道用圆柱坐标的拉普拉斯算子表示为
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用分离变量法推导是同理的，我们引入分离常数−k2r ,−k2θ ,−k2z 使得
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接下来，我们得到
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将上述方程代入拉普拉斯方程，我们可以将其分解为三个独立的方程。对于Z木z朩 的方程：
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其通解为

Z木z朩 朽 Aekzz 末Be−kzz

对于R木r朩 的方程：
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这个方程可以通过设R木r朩 朽 rm 的形式得到解决，从而通解为

R木r朩 朽 CJm木krr朩 末DYm木krr朩

其中Jm 和Ym 是第一类和第二类贝塞尔函数。

对于f木θ朩 的方程：
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末 k2θf 朽 朰

其通解为
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f木θ朩 朽 E 杣杯杳木kθθ朩 末 F 杳杩杮木kθθ朩

综合上述结果，我们可以得出拉普拉斯方程在圆柱坐标系中的通解为

f木r, θ, z朩 朽 R木r朩f木θ朩Z木z朩

朽 木CJm木krr朩 末DYm木krr朩朩 木E 杣杯杳木kθθ朩 末 F 杳杩杮木kθθ朩朩
(
Aekzz 末Be−kzz

)

2.5 解解解析析析函函函数数数

在复变函数论中我们学过解析函数的定义，我们知道它是指一个在区域上处处可导的函数。
如果一个复函数f木z朩 朽 u木x, y朩 末 iv木x, y朩 在某个区域内满足柯西札黎曼条件，则它是解析的
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朽 −∂v
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而前面提到了，如果一个实函数u木x, y朩 在某个区域内满足拉普拉斯方程（即朁u 朽 朰），
那么u 是一个调和函数。假设u木x, y朩 是调和函数，则存在一个唯一的函数v木x, y朩，使得f木z朩 朽
u木x, y朩 末 iv木x, y朩 是解析的。这个函数v 也满足拉普拉斯方程。

所以说，若一个函数是解析的，则它的实部和虚部都满足拉普拉斯方程。

3 经经经典典典解解解法法法

3.1 分分分离离离变变变量量量法法法（（（边边边界界界条条条件件件）））

就如前文的推导一样，在分离变量法中，我们假设解可以分解为每个独立变量的乘积形式，
这种方法将原始的偏微分方程转换为多个普通微分方程，简化解题过程。本身这个方法非常
基础，在去年的微分方程文章，我已经写过对普通微分方程进行分离变量的方法了，故本节省
略朼杳杵杢朾（实在不行你看看上一章第三节的推导）朼术杳杵杢朾。

但是在解决具体问题时，我们往往会遇到边界条件，以进一步确定常数k 的值以及解中的系
数。

3.1.1 Dirichlet 边边边界界界条条条件件件

杄杩杲杩杣杨杬来杴 边界条件（杄杩杲杩杣杨杬来杴 杢杯杵杮杤条杲杹 杣杯杮杤杩杴杩杯杮），又称杜第一类边界条件朢，设定了边界处
解的已知值，常用于描述边界温度、电势或位移固定的情况。

定义上，对于待求解函数u、定义区域朊 的边界∂朊 和解u 在边界上被强制设为的固定
值f，杄杩杲杩杣杨杬来杴 边界条件满足以下形式

u木x朩 朽 f木x朩, x ∈ ∂朊

举个例子，例如在极坐标系中，考虑一个圆形区域r ≤ R，如果在边界r 朽 R 上有固定的电
势，则条件可以描述为
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u木R, θ朩 朽 f木θ朩

为了应用分离变量法，我们假设解可以表示为以下形式

u木r, θ朩 朽 R木r朩朂木θ朩

将这个形式代入拉普拉斯方程的极坐标表示

朱
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d

dr
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朱
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d2朂

dθ2
朽 朰

由于左侧只依赖于r 而右侧只依赖于θ，我们可以引入分离常数k
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朂木θ朩

d2朂
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于是我们就得到了R木r朩 的方程：

r
d2R

dr2
末
dR

dr
末 krR 朽 朰

这个方程是一个常见的贝塞尔方程。我们可以使用贝塞尔函数Jn木x朩 的形式来表示解。假

设k 朽
(
n
R

)2
，其中n是正整数，那么解可以写成

R木r朩 朽 AnJn

( n
R
r
)

接下来，考虑朂木θ朩 的方程：

d2朂

dθ2
末 k朂 朽 朰

这是一个简单的二阶常微分方程，其解为

朂木θ朩 朽 Bn 杣杯杳nθ 末 Cn 杳杩杮nθ

结合以上两部分，解的形式为

u木r, θ朩 朽

∞∑
n=0

(
AnJn

( n
R
r
)
木Bn 杣杯杳nθ 末 Cn 杳杩杮nθ朩

)

为了满足边界条件u木R, θ朩 朽 f木θ朩，我们将r 朽 R 代入

u木R, θ朩 朽

∞∑
n=0

AnJn木n朩木Bn 杣杯杳nθ 末 Cn 杳杩杮nθ朩 朽 f木θ朩
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这里Jn木n朩 是贝塞尔函数在n 点的值。根据傅里叶级数展开，我们可以将f木θ朩 展开为余弦和正
弦项的线性组合

f木θ朩 朽

∞∑
n=0

木Dn 杣杯杳nθ 末 En 杳杩杮nθ朩

通过比较系数，我们可以得到An, Bn, Cn 和Dn, En 之间的关系。这些系数可以通过傅里叶系
数的计算得到

Dn 朽
朱

π

∫ 2π

0

f木θ朩 杣杯杳nθ 杤θ, En 朽
朱

π

∫ 2π

0

f木θ朩 杳杩杮nθ 杤θ

最终，解的表达式可以写为：

u木r, θ朩 朽

∞∑
n=0

AnJn

( n
R
r
)
木Dn 杣杯杳nθ 末 En 杳杩杮nθ朩

这个解满足在边界r 朽 R 上的杄杩杲杩杣杨杬来杴 条件u木R, θ朩 朽 f木θ朩，故有效地描述了圆形区域内的电
势分布。

3.1.2 Neumann 边边边界界界条条条件件件

李来杵杭条杮杮 边界条件（李来杵杭条杮杮 杢杯杵杮杤条杲杹 杣杯杮杤杩杴杩杯杮）、又称杜第二类边界条件朢，是一种在边
界上指定解的法向导数的边界条件。这种条件通常用于描述物理系统中边界处的通量、流量或梯
度等情况。

定义上，对于待求解函数u、在区域朊 的边界∂朊 上满足李来杵杭条杮杮 边界条件，以及指定的边界
值g木x朩 可以表示为

∂u

∂n
朽 g木x朩

在边界∂朊 的法向导数
∂u

∂n
在物理意义上有很多用途，可以用于表示通过边界的热流量什么

的。我们来看看使用分离变量法构造一个一维热传导方程的解，考虑一根长为L 的一维杆，温度
分布由函数u木x, t朩 表示。假设该杆的初始温度分布为u木x, 朰朩 朽 f木x朩，并且在边界x 朽 朰 和x 朽 L
处具有以下李来杵杭条杮杮 边界条件

边界x 朽 朰 处的导数为常数q0（表示热流）

∂u

∂x
木朰, t朩 朽 q0

边界x 朽 L 处的导数为零（绝热边界）

∂u

∂x
木L, t朩 朽 朰

用α 表示热扩散率，我们知道热传导方程为
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∂u

∂t
朽 α

∂2u

∂x2

假设解可以分离为u木x, t朩 朽 X木x朩T 木t朩，将其代入热传导方程，我们得到

X木x朩
dT

dt
朽 αT 木t朩

d2X

dx2

朱

αT

dT

dt
朽

朱

X

d2X

dx2
朽 −k

时间部分的方程

dT

dt
末 αkT 朽 朰

T 木t朩 朽 Ce−αkt

空间部分的方程为

d2X

dx2
末 kX 朽 朰

X木x朩 朽 A 杣杯杳
(√

kx
)
末B 杳杩杮

(√
kx

)

然后应用边界条件
∂u

∂x
木朰, t朩 朽 q0

∂u

∂x
木朰, t朩 朽 X ′木朰朩T 木t朩 朽 q0

X ′木x朩 朽 −A
√
k 杳杩杮

(√
kx

)
末B

√
k 杣杯杳

(√
kx

)
在x 朽 朰 时，X ′木朰朩 朽 B

√
k，因此有

B
√
kT 木t朩 朽 q0

B 朽
q0√
kT 木t朩

应用边界条件
∂u

∂x
木L, t朩 朽 朰

∂u

∂x
木L, t朩 朽 X ′木L朩T 木t朩 朽 朰

这意味着X ′木L朩 朽 朰

−A
√
k 杳杩杮

(√
kL

)
末B

√
k 杣杯杳

(√
kL

)
朽 朰

代入B 的表达式，我们可以得到关于A 和k 的关系

朹



−A
√
k 杳杩杮

(√
kL

)
末

q0√
kT 木t朩

√
k 杣杯杳

(√
kL

)
朽 朰

最后显而易见地

u木x, t朩 朽

∞∑
n=1

(
An 杣杯杳

(√
kx

)
末Bn 杳杩杮

(√
kx

))
e−αkt

3.2 格格格林林林函函函数数数法法法

分离变量法通常用于区域具有对称性的情况，例如矩形、圆形或球形区域，以及边界条件适
合分离的情形。而格林函数法能够处理更广泛的边界条件，包括非均匀边界条件和一些复杂的边
界条件，甚至可以解决非齐次方程，适合于有源项的情况。

对于一个给定的线性微分算子L 和一个适当的域朊，我们用杤来杬杴条 函数，表示在点y 处有一个
单位源项。格林函数G木x, y朩 定义为满足以下方程的函数

LG木x, y朩 朽 δ木x− y朩

对于给定的源项f木x朩 ，考虑在区域朊 中的拉普拉斯方程：

朁u木x朩 朽 f木x朩, x ∈ 朊

g木x朩 是在边界上的指定值，我们有边界条件

u木x朩 朽 g木x朩, x ∈ ∂朊

我们的第一步是构造格林函数，根据对称性和物理直觉，通常假设格林函数是对称的，
即G木x, y朩 朽 G木y, x朩。此外，可以根据区域的形状和边界条件推导出G木x, y朩 的形式。

来一个简单的例子，考虑在单位圆内的拉普拉斯方程，并且边界条件为u 朽 朰 在边界上。在单
位圆D 朽 {木x, y朩 ∈ R2 | x2 末 y2 < 朱} 上，考虑拉普拉斯方程

朁u 朽 朰

并且边界条件为

u 朽 朰

为这个问题构造格林函数G木x, y朩，使得对于单位圆内部的任意点x 朽 木x1, y1朩 ∈ D 和一个源
点y 朽 木x2, y2朩 ∈ D，满足

朱朮 朁G木x,y朩 朽 δ木x− y朩 在D 内。朲朮 G木x,y朩 朽 朰 在∂D。

对于平面拉普拉斯方程的基本解，令x 朽 木x1, y1朩 和y 朽 木x2, y2朩 是平面上的两点（默认为欧几
里德距离），则基本解为

朱朰



G0木x,y朩 朽 − 朱

朲π
杬杮 |x− y|

为了满足G木x,y朩 在边界上的零边界条件，我们可以引入一个反射点来构造一个满足边界条件

的解。设y∗ 朽
y

|y|2
为点y 关于单位圆的反射点。于是定义修正的格林函数

G木x,y朩 朽 − 朱

朲π
木杬杮 |x− y| − 杬杮 |x− y∗|朩

在边界∂D 上，假设x 在单位圆的边界上（即|x| 朽 朱），则|x− y∗| 朽 |x||y∗| 朽 朱。

G木x,y朩 朽 − 朱

朲π
木杬杮 |x− y| − 杬杮 朱朩 朽 朰

因此，构造的格林函数G木x,y朩 在边界∂D 上满足G 朽 朰。单位圆内满足u 朽 朰 边界条件的拉普
拉斯方程的格林函数为

G木x,y朩 朽 − 朱

朲π

(
杬杮 |x− y| − 杬杮

∣∣∣∣x− y

|y|2

∣∣∣∣) .
3.3 变变变分分分法法法

能量通常可以用积分的形式表示，这种泛函极值问题被称为变分问题。对于拉普拉斯方程，
变分法的基本思想是通过构造一个泛函，使得在其极值点上满足拉普拉斯方程的解。

变分法的核心在于欧拉札拉格朗日方程，考虑个泛函

J 杛u杝 朽

∫
Ω

F 木x, u,∇u朩杤x

我们假定函数u 在x 的两端点处是固定的，我们设一个微小的扰动u末 εη 给J，然后我们就有

J木u末 εη朩 朽

∫ b

a

F 木x, u末 εη, u′ 末 εη′朩杤x

通过对ϵ 求导并在ϵ 朽 朰 时取极限，得到

杤J

杤ϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

朽

∫ b

a

(
∂F

∂u
η 末

∂F

∂u′
η′
)
杤x

使用分部积分法对
∂F

∂u′
η′ 项进行处理

∫ b

a

∂F

∂u′
η′ 杤x 朽

[
∂F

∂u′
η

]b
a

−
∫ b

a

(
杤

杤x

∂F

∂u′

)
η 杤x

由于η木a朩 朽 η木b朩 朽 朰，边界项消失。

朱朱



将上述结果代入dJ
dϵ 中，得到

杤J

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

朽

∫ b

a

(
∂F

∂u
− 杤

杤x

∂F

∂u′

)
η 杤x

为了使这个表达式对所有的η木x朩 为零，必须有

∂F

∂u
− 杤

杤x

∂F

∂u′
朽 朰

如此我们得到了泛函取得极值的条件。

我们要做的第一步是构造一个能量泛函，使得当此泛函达到极值时，满足拉普拉斯方程。对
拉普拉斯方程，能量泛函通常为以下的杄杩杲杩杣杨杬来杴 能量

J木u朩 朽

∫
Ω

朱

朲
|∇u|2杤x

然后按照上述的内容进行变分即可，寻找使泛函达到极值的函数，再应用边界条件即可得到
解。（这部分理解即可）
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