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1 引引引言言言

在数学分析中，我们常常讨论的函数空间是指具有某些特定性质的函数的集合，而函数空间
的定义依赖于这些函数之间的轜距离輢或者轜大小輢如何测量。而在Lp 空间中，这种轜大小輢会通过p
次幂的积分来定义。

到了应用的领域，许多物理和工程中的偏微分方程需要使用Lp 空间来描述解的存在性和唯一
性问题，以及某些经典的解理论依赖于Lp 空间的性质。反正很重要就对了！

这篇文章我会把Lp 空间的基础、基本性质等概念给过一遍。建议读者预先阅读实分析专栏的
第一篇内容，对实分析及泛函分析中的基础概念有基本的认识和理解再阅读本文。

2 关关关于于于范范范数数数的的的一一一些些些东东东西西西

2.1 距距距离离离

所谓轜距离輢是定义在任意两个点之间的一种测量轜远近輢的概念，例如我们从小就认识的欧几
里德距离，定义上只要满足非负性、对称性、三角不等式和自反性即可为距离。

来个典例轼轼闵氏距离，或闵可夫斯基距离的定义。在n 维欧氏空间中的两个点　x 輽
輨x1, x2, . . . , xn輩 和y 輽 輨y1, y2, . . . , yn輩，考虑任意的实数p ≥ 輱，它们的闵氏距离定义为

d輨x,y輩 輽

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

闵氏距离在几何上提供了不同形状的等距线。取决于p 不同的取值，等距线呈现出不同的几何
形状，例如在二维空间中会呈现的，是我们熟知的

輱輮 当p 輽 輱 时，距离等距线是一个菱形（曼哈顿几何）。

輲輮 当p 輽 輲 时，等距线是一个圆（欧几里得几何）。

輳輮 当p 輽 ∞ 时，等距线是一个正方形（切比雪夫几何）。

輱



2.2 p-范范范数数数

进一步地，我们了解了范范范数数数的概念，我们知道了范数应该具有正定性、齐次性，满足三角不
等式。有时候为了方便初学者理解，会不严谨地将范数形容成更贴近我们生活习惯用语的距离的
概念，但这在正式的理论学习中是不应该被混淆的。

在輪輪赋范向量空间輪輪中，我们一般将距离度量定义为其分量的p 次幂之和求p 次方根来计算，
所以称之为p輭范数。例如当p 輽 輱 时，我们称之为曼哈顿范数（轌輱，∥x∥1 輽

∑n
i=1 |xi|）；当p 輽 輲

时，就是我们常说的欧几里德范数（轌輲，∥x∥2 輽
√∑n

i=1 x
2
i）。

当空间维度有限或可数无限时，考虑在Rn 中的向量x，非负实数p，我们将其p輭范数定义为

∥x∥p 輽

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

但是在更一般的函数空间或高维空间中，，我们没法用上面对于有限维或可数维度空间的方
法来定义范数。所以这样的情况下，p輭范数的定义由勒贝格积分给出。

给定测度空间輨X,M, µ輩 和广义实值函数f 輺 X → R，f 是X 上的可测函数，有p ∈ 轛輰,∞轝 ，则
称∥f∥p ∈ 轛輰,∞轝 为f 的p輭范数。当p 有限时，定义为

∥f∥p 輽

(∫
X

|f |p 轤µ

) 1
p

当p 輽 ∞ 时，我们称之为一致范数，定义：

∥f∥∞ 輽 轩轮车{M ∈ R≥0 輺 |f | ≤ M}

一般来说，当µ輨X輩 > 輰 时，我们会称∥f∥∞ 为f 的本质上确界（轅轳轳轥轮轴轩轡转 轩轮輌轭轵轭），意思就
是测度意义下的上确界：忽略掉测度为零的集合后，函数在剩余集合上的上确界。

需要提醒的是，尽管我们经常说p輭范数，但是当p < 輱 时，p輭范数就不是輪符合定义的范数輪。
当p 輽 輰 时，范数的齐次性不被满足，因为∥kx∥0 ̸輽 |k| · ∥x∥0 未必成立。而当輰 < p < 輱 时，范数
的三角不等式不被满足。考虑两个非零向量x 輽 輱 和y 輽 −輱，我们有：

∥x輫 y∥p 輽 輨|輱|p 輫 |輱p|輩
1
p 輽 輲

1
p ∥x∥p 輫 ∥y∥p 輽 輱 輫 輱 輽 輲

显然，这种情况时，輲1/p > 輲，因此三角不等式不被满足。

而特殊地，如果p 取了輰，通常情况下，它被定义为一个向量中非零元素的个数

||v||0 輽 輣{i|xi ̸輽 輰}

輲



3 Lp 空空空间间间及及及其其其性性性质质质

3.1 Lp 空空空间间间

Lp 空间是特殊的赋范线性空间，由在某一域上的所有满足p輭范数有限的函数所组成的集
合。Lp 空间是定义在勒贝格测度上的可测函数的集合，因此，有时候Lp 空间也被称为勒贝格空
间。Lp 空间也是一种典型的巴拿赫空间，特别地，当p 輽 輲 时，它还是傅里叶分析中常用的希尔
伯特空间L2輨S1輩。

定义上来说，Lp 空间有分实复两种，为了方便定义，此处定义域K 为R 或C。给定测度空
间輨X,M, µ輩，对于輱 ≤ p < ∞，Lp 空间定义如下：

Lp輨X,µ輩 輽

{
f 輺 X → K

∣∣∣∣ f 轭轥轡轳轵轲轡轢转轥, ∥f∥p < ∞
}

* Lp 在本文将被用来统称满足此定义的一类空间

Lp 空间是一个向量空间，通常通过函数之间的加法和标量与函数的乘法来定义。∀f, g ∈
Lp輨X輩, λ ∈ K，有：輫 輨f 輫 g輩輨x輩 輽 f輨x輩 輫 g輨x輩 輫 λf輨x輩 輽 輨λf輩輨x輩

在关于勒贝格测度的实践中，我们经常使用的是Lp輨Rn,m輩，这也是在实分析中重要最典型最
常见的例子。而有时我们还会把空间限制在某个区间，形如Lp輨轛a, b轝輩。

3.2 相相相关关关的的的不不不等等等式式式

3.2.1 Hölder 不不不等等等式式式

回顾柯西輭施瓦茨不等式，对于实数或复数（即K）的内积空间V 中的两个向量v 和u，有

∥⟨v,u⟩∥ ≤ ∥v∥ · ∥u∥

轈轿软转轤轥轲 不等式是我们常用的柯西輭施瓦茨不等式的推广。考虑测度空间輨X,µ輩，实数p, q ≤ 輱，

函数f, g ∈ Lp輨X輩，满足
輱

p
輫

輱

q
輽 輱 ，轈轿软转轤轥轲 不等式为

∫
X

|f輨x輩g輨x輩|轤µ ≤
(∫

X

|f |p轤µ
) 1

p

·
(∫

X

|g|p轤µ
) 1

q

容易发现，当我们将柯西輭施瓦茨不等式应用于L2 空间中的函数时，即取p 輽 q 輽 輲，轈软转轤轥轲不
等式退化为柯西輭施瓦茨不等式。

Proof.

Lemma 3.1 輨杨氏不等式輩. 考虑正实数a, b, p, q，且
輱

p
輫

輱

q
輽 輱，则有ab ≤ ap

p
輫

bq

q
。等号成立当

且仅当ap 輽 bq

考虑测度空间輨X,µ輩，函数f ∈ Lp輨X輩, g ∈ Lq輨X輩，其中
輱

p
輫

輱

q
輽 輱，∥f∥p, ∥g∥q 均不为輰，应

用杨氏不等式我们有

輳



∫
X

|f輨x輩g輨x輩|轤µ ≤
(∫

X

|f |p轤µ
) 1

p

·
(∫

X

|g|p轤µ
) 1

q

輱

∥f∥p∥g∥q

∫
X

|f輨x輩g輨x輩|轤µ ≤ 輱

于是我们有

|f |
∥f∥p

· |g|
∥g∥ q

≤ 輱

p

(
|f |
∥f∥p

)p

輫
輱

q

(
|g|
∥g∥ q

)q

∫
X

|f |
∥f∥p

· |g|
∥g∥ q

轤µ ≤ 輱

p
輫

輱

q
輽 輱

∫
X

|fg| ≤
(∫

X

|f |p轤µ
) 1

p

·
(∫

X

|g|p轤µ
) 1

q

证毕。

■

取取取等等等条条条件件件

轈轿软转轤轥轲 不等式取等的条件有两个情况：

輱輮 p 輽 ∞ 或q 輽 ∞ 时，f 和g 存在几乎处处相同的支集

輲輮 p > 輱, q < ∞ 时，存在一个常数λ ≥ 輰，使得几乎处处有

|f |p 輽 λ|g|q

3.2.2 Minkowski 不不不等等等式式式

轍轩轮轫软轷轳轫轩 不等式有几个等价形式。

先说范数形式，考虑有限正实数輱 < p < ∞，函数f ∈ Lp輨X輩, g ∈ Lq輨X輩，则有

∥f 輫 g∥p ≤ ∥f∥p 輫 ∥g∥p

而当p < 輱 时，我们知道三角不等式并不成立，所以我们会考虑两个正测度集A,B ⊂ X ，其
中A ∩B 輽 ∅，并且使得f, g 是示性函数，则有∥f 輫 g∥ ≥ ∥f∥p 輫 ∥g∥p。

不难发现，当p 輽 輲 时，也就是在内积的形式下，轍轩轮轫软轷轳轫轩 不等式退化为欧几里得空间中的
三角不等式。

然后是积分形式。考虑实数p > 輱，f, g 在轛a, b轝 上可积，则有

(∫ b

a

輨|f 輫 g|輩p
)輱

p
≤

(∫ b

a

|f |p
)輱

p
輫

(∫ b

a

|g|p
)輱

p

同样当輰 ≤ p ≤ 輱 时，另外f, g 非负，则上式的不等号相反。

輴



亦或者写成离散的形式

(
n∑

k=1

|xk 輫 yk|p
) 1

p

≤

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

輫

(
n∑

k=1

|yk|p
) 1

p

Proof. 一种最常见的轍轩轮轫软轷轳轫轩 不等式证明方法会用到轈轿软转轤轥轲 不等式，若f 輫 g 輽 輰，或者p 輽
輱，p 輽 ∞，则不等式的成立是显然的，否则，我们要先做一些简单的展开

輨∥f 輫 g∥p輩p 輽

n∑
k=1

|fk 輫 gk|p

輽

n∑
k=1

|fk 輫 gk| · |fk 輫 gk|p−1

≤
n∑

k=1

輨|fk|輫 |gk|輩 · 輨|fk 輫 gk|輩p−1

輽
n∑

k=1

|fk| |fk 輫 gk|p−1
輫

n∑
k=1

|gk| |fk 輫 gk|p−1

≤

(
n∑

k=1

|fk|p
) 1

p

·

(
n∑

k=1

(
|fk 輫 gk|p−1

) p
p−1

) p−1
p

輫

(
n∑

k=1

|gk|p
) 1

p

·

(
n∑

k=1

(
|fk 輫 gk|p−1

) p
p−1

) p−1
p

輽 輨∥f∥p 輫 ∥g∥p輩 · 輨∥f 輫 g∥p輩p−1

公式一大坨的很不雅观，反正只要简单地约掉公因式

∥f 輫 g∥pp ≤ 輨∥f∥p 輫 ∥g∥p輩 · 輨∥f 輫 g∥p輩p−1

∥f 輫 g∥p ≤ ∥f∥p 輫 ∥g∥p

证毕。

■

3.3 基基基本本本性性性质质质

輱輮 Lp 空间是线性空间。由不等式|f 輫 g|p ≤ 輲p−1輨|f |p 輫 |g|p輩 可知，对于函数f, g ∈ Lp，对于
任意的实数a, b，af 輫 bg 也在Lp 内。

輲輮 当輱 ≤ p < ∞ 时，Lp輨X輩 是可分的

輳輮 当輱 ≤ p < ∞ 时，对于拓扑空间X 和其上的轒轡轤软轮 测度µ，Lp輨X輩 ，这些集合是稠密的：

輨轡輩 简单可积函数是取有限多个值的函数，每个函数值对应于一个测度有限的可测集

輨轢輩 有界的p 次可积函数，它们在整个定义域上有界并属于Lp，构成了Lp 中的一个稠密子
集

輨轣輩 有紧支撑集的连续函数集合

輵



3.4 嵌嵌嵌入入入性性性质质质

对于輱 ≤ p < q < ∞，Lq 空间是Lp 空间的一个嵌入，即Lq ⊂ Lp。

这个嵌入关系是輪輪连续輪輪的。考虑一个{fn} ∈ Lq 收敛于Lq 的范数，并且在Lp 范数下收敛
到g。从{fn} ∈ Lq 中提取一个几乎处处收敛于f 的子序列，它在Lp 范数下仍然收敛于g，从这个
子序列中再提取一个子序列，使其也在几乎处处收敛于g。由于极限的一致性，f 輽 g 几乎处处成
立。再注意到Lq 和Lp 轤都是巴拿赫空间，可知这个嵌入映射是连续的。

Lemma 3.2 輨闭图像定理輩. 考虑巴拿赫空间X,Y 和线性算子T 輺 X → Y，定义T 的图像为

輀T 輽 {輨x, T 輨x輩輩 ∈ X × Y |x ∈ X}

它在X × Y 中是闭算子，若它的定义域是闭集，则它是连续的。

3.5 对对对偶偶偶空空空间间间

给定一个Lp 空间，我们可以定义其对偶空间Lp輨輊輩∗。对偶空间由所有的连续线性泛函组成，
这些泛函作用在Lp 上。

当輱 ≤ p ≤ ∞ 时，考虑p 满足
輱

p
輫

輱

q
輽 輱 的q（即共轭指数），Lp 空间的对偶空间，由Lq 给

出。

当輱 < p < ∞ 或者p 輽 輱 且X 是σ輭有限测度空间时，Lp 的对偶空间輨Lp輩∗ 等距同构于Lq 。即
给定Lp 中的一个有界线性泛函

ϕ輨f輩 輽

∫
X

f輨x輩g輨x輩轤µ輨x輩

它可以唯一地表示为g ∈ Lp 并保持范数

∥ϕ∥(Lp輩∗ 輽 ∥g∥q

而当p 輽 輱 时，根据轒轩轥轳轺 表示定理，L1 的对偶空间与L∞ 同构。

我觉得更重要的是p 輽 ∞ 时的情况，我们已知L∞ 輽 輨L1輩∗，并且在弱輪拓扑σ輨L∞, L1輩 中，闭
单位球是紧的。

3.6 完完完备备备性性性（（（Riesz/Fischer 定定定理理理）））

轒轩轥轳轺輯轆轩轳轣轨轥轲 定理，简单的说就是，当輱 ≤ p < ∞ 时，Lp 是完备空间。

Proof. 考虑輱 ≤ p < ∞，一个柯西列fn ∈ Lp，我们可以选择其子序列使得

∥fnk+1
− fnk

∥pL ≤ 輱

輲k

然后我们证明{fnk} 在Lp 收敛。定义gk 輽 fnk+1
− fnk

，于是我们有

輶



∞∑
k=1

∥gk∥Lp < ∞,

于是fn1 輫
∑∞

k=1 gk 在Lp 中逐点几乎处处收敛到函数f ∈ Lp，因此这个子序列的极限存在

转轩轭
k→∞

fnk
輽 转轩轭

k→∞

(
fn1

輫

k−1∑
i=1

gi

)
輽 fn1

輫

∞∑
k=1

gk 輽 f

每一个柯西序列都会收敛，由此，輱 ≤ p < ∞ 时Lp輨X輩 是完备的得证。

再证p 輽 ∞ 的情况。如果{fn} 在L∞ 中是柯西列，那么对于每个m ∈ N，存在一个n ∈ N，使
得∀k, j ≥ n

|fk − fj | <
輱

m

我们定义一个几乎处处唯一的可测函数f 輺 X → R，满足

f 輽 转轩轭
n→∞

fj , x ∈ N c

j → ∞ 时，对于每个m ∈ N，存在n ∈ N，使得∀k ≥ n

|fk − f | ≤ 輱

m

所以f 本质上有界，且当k → ∞ 时，fk → f 在L∞ 中。

证毕。 ■

輷
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