
[微积分学] 二重积分计算简要

引言

一模刚过，写个极短篇水一下。

突然又写如此返璞归真的题材，那无邪、单纯、质朴的微积分学，是因为我前段时间给一位初二的朋
友解释了多元（二元为主）积分相关的概念和累次积分的方法，难得回忆，简记一下内容。

二重积分及计算

我们希望将一元函数的积分的概念推广到多元函数，类似于用定积分表示函数图像与横轴之间的某区
域的面积那样。于是就有了重积分的概念，来定义多元函数在一个多维区域上的积分。

概念及定义

二重积分是对二元函数在一个有限区域上的积分。我们知道二元函数在三维空间中可以表示为一个曲
面，所以同理于求一元函数曲线下的面积，我们使用二重积分求的是区域内曲面下的体积。曲面下的
体积对应的柱体我们称之为曲顶柱体。

如图的曲面是非负的二元函数 f(x, y)，我们以曲面
为顶，作为底的区域D是二元函数曲面在平面 xy的
投影，其侧面是D的边界的柱面。

我们再设 dσ = dxdy这样的二重积分表示为：

在一元函数中，我们通过取样分割来定义其积分，这
个做法同样可以推广到二元情况。我们在区域D分割
n个互不相交的区域Δσi，并在每个Δσi 中取一点

(xi, yi)，则有每个分割的底所对应的曲顶柱的体积的近似的和式：

∬
D

f(x, y) dσ
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再令max{dσi} = max0≤i≤n d(Δσi)，注意字体，这里max0≤i≤n d(Δσi)指的是每个分割部分
的直径的最大值。然后我们取极限得到：

一个在有界闭区域D上连续的函数必定可积。反过来，在有界闭区域D上的可积函数必定是D上
的有界函数。

累次积分转化

对于多重积分，我们尝试直接依靠定义来计算是不现实的，因此我们要考虑另一种更为人性化的方法
——将多重积分转换为累次积分，就例如把二重积分转换为二次积分，这是可行的。

矩形区域

先说最简单的，积分区域是矩形的情况，我们可以很容易地将二重积分化为二次积分。

考虑在闭矩形R = [a, b] × [c, d]上的 f(x, y)可积，表示为：

矩形可以既可以水平也可以竖直地直接被分割，然后进行积分，所以我们利用黎曼和的概念，我们可
以很简单地将矩形先后在两个数轴方向进行积分 我们可以直接把双重积分转为：

注意上式中的 ∫
c

d
f(x, y)dy或者 ∫

a

b
f(x, y)dx是含参积分

直角坐标系

尽管是更不规则的积分区域，在直角坐标系下二重积分的定义保证了我们只需要想办法把积分区域给
“积累个遍”就行了。这种思路一般会被分为两种，区别在于对横轴和纵轴上的积分的定义。

i=1

∑
n

f(xi, yi)Δσi

∬
D

f(x, y) dσ =
max{dσi}→0

lim
i=1

∑
n

f(xi, yi)Δσi

∬
R

f(x, y)dxdy

∬
R

f(x, y)dxdy = ∫
a

b (∫
c

d

f(x, y)dy) dx = ∫
c

d (∫
a

b

f(x, y)dx) dy



由图可知，这种积分方法要求积分区域用平行于自变量
轴的直线穿过其内部时，直线与区域边界的相交少于等
于两处。我们考虑一个积分区域D和在D上连续的
f(x, y)

定义积分区域D为 a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)
，其中 φ1, φ2 在 [a, b]中连续。由二重积分定义可知，
则对应的曲顶柱体积为∬

D
f(x, y)dxdy，其平行截

面的面积为：

因此：

也可以表示为：

如果我们对积分区域的定义是 c ≤ y ≤ d, φ1(y) ≤ x ≤ φ2(y)，那定义也是类似的，函数
ϕ1(y), ϕ2 在 [c, d]上连续，则：

当我们没法用一个表达式来表示积分区域时，可以使用
分割的方法。

来个随处可见的典例，如图是函数 f : x = y2 和 g :
y = x − 2，求∬

D
xy dxdy。

很显然图中它们围成的积分区域的下方曲线是没法用单个
表达式来处理的，所以我们在 x = 1处对其进行分割，
变成D = D1 + D2，定义为：

S(x) = ∫
φ1(x)

φ2(x)

f(x, y)dy

∬
D

f(x, y)dxdy = ∫
a

b

S(x)dx = ∫
a

b (∫
φ1(x)

φ2(x)

f(x, y)dy) dx

∬
D

f(x, y)dxdy = ∫
a

b

dx ∫
φ1(x)

φ2(x)

f(x, y)dydx

∬
D

f(x, y)dxdy = ∫
c

d (∫
φ1(y)

φ2(y)

f(x, y)dx) dy

D1 = 0 ≤ x < 1, − x ≤ y ≤ x



来分别算一下：

对于区域D2，积分形式为：

所以加在一起得到：

极坐标

或者有一些积分区域是直角坐标系表示不了的，但转换为极坐标形式就变成了一个很简单的区域。

这种时候，我们对区域D的描述主要有三大类：

1. α ≤ θ ≤ β, φ1(θ) ≤ r ≤ φ2(θ)
2. α ≤ θ ≤ β, 0 ≤ r ≤ φ2(θ)
3. 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ φ2(θ)

D2 = 0 ≤ x < 4, x − 2 ≤ y ≤ x

∬
D1

xydxdy = ∫
0

1

∫
− x

x

xy dy dx

∬
D2

xy dxdy = ∫
1

4

∫
x−2

x

xy dy dx

∬
D

xy dxdy = ∫
0

1

∫
− x

x

xy dy dx + ∫
1

4

∫
x−2

x

xy dy dx

= ∫
0

1 [
2

xy2 ]
− x

x

dx + ∫
1

4

[x − (x − 2)2] ⋅
2
x

dx

= 5
8
5

(1)

(2)

(3)



先说最简单硬套公式的变换：

1. 积分区域在两角边的夹角 θ范围内，由两个曲线围成，积分为：

2. 积分区域在两角边的夹角 θ范围内，由一条曲线围成，积分为：

2. 极点在积分区域的内部：

2,3 说到底也只是 1 的变体，只要有办法讲积分区域转换成这样的形式就行了，上述变换也是很符合
直觉的。

来解释一下这坨东西是怎么来的。

补充定义：考虑函数 f : Rn → Rm，将映射 x = [x1, x2, … , xn], x ∈ Rn 转换到Rm，即
f(x) ∈ Rm ， f 的各个分量函数为：

那么雅各比矩阵表示为：

当雅可比矩阵是方形矩阵时，我们称之为雅可比行列式。在二维的情况下，我们需要的是从屏幕直角
坐标系到极坐标系的变换雅可比矩阵，设可逆变换 T : (x, y) → (r, θ)

∬
D

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ = ∫
α

β

∫
φ1(θ)

φ2(θ)

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ

∬
D

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ = ∫
α

β

∫
0

φ(θ)

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ

∬
D

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ = ∫
0

2π

∫
0

φ(θ)

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ

⎩
⎨
⎧y1 = f1(x1, x2, … , xn)

y2 = f2(x1, x2, … , xn)

⋮
ym = fm(x1, x2, … , xn)

J = [
∂x1

∂f
∂x2

∂f
⋯

∂xn

∂f ] =

∂x1

∂f1

∂x1

∂f2

⋮

∂x1

∂fm

∂x2

∂f1

∂x2

∂f2

⋮

∂x2

∂fm

⋯
⋯

⋱
⋯

∂xn

∂f1

∂xn

∂f2

⋮

∂xn

∂fm



然后得到：

前面我们直接提及的公式，其实就是上述结果带进去的：

其实是很符合直觉的，其中的积分元素 r drdθ表示的就是一个由极径 r和 极角 θ确定的微小的扇环/

扇形的面积元素。

就如直角坐标系中的累次积分转换那样，我们也可以直接交换 r和 θ的积分顺序进行计算，对积分区
域的定义变成了 α ≤ r ≤ β 几何意义上的变化就变成了我们先沿着半径扫过圆环状的区域，然后对
每个环状区域进行极角方向上的积分。

对称性与奇偶性

函数的奇偶性决定了被积函数的变量正负是否变化，类似于我们可以利用它归纳某些二重积分的计
算。

考虑积分区域D关于 x轴对称，定义：

则我们可以分为两种情况讨论：

反之，若积分区域D关于 y轴对称，定义：

就有：

J =
∂(r, θ)
∂(x, y)

=
cos(θ)
sin(θ)

−r sin(θ)
r cos(θ)

∣J ∣ = r cos2(θ) + r sin2(θ) = r

∫
α

β

∫
φ1(θ)

φ2(θ)

f(r cos θ, r sin θ)∣J(r, θ)∣ drdθ

= ∫
α

β

∫
φ1(θ)

φ2(θ)

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ

D1 = {(x, y)∣(x, y) ∈ D, x ≥ 0}

∬
D

f(x, y)dxdy = {2 ∬
D1

f(x, y)dxdy

0
f(x, −y) = f(x, y)
f(x, −y) = −f(x, y)

D2 = {(x, y)∣(x, y) ∈ D, y ≥ 0}



这也很符合直觉，如果积分区域在某个数轴上是对称的，而被积函数是奇函数，因为对称性使得积分
区域内函数的正值和负值部分相互抵消，所以积分结果直接为零。同理，偶函数的性质决定了它对于
关于某个数轴对称时，只需计算正半轴上方的部分的积分，然后将结果乘二即可得到整个积分的值。

若将 x, y对调后积分区域D不变，则我们称D关于 x = y对称，此时：

我们称这个性质为轮换对称性。也很简单，针对的是矩形或圆形一类的交换变量的积分顺序积分也不
变的图形的积分区域。

随便练点

(1) 积分区域D是单位正方形 [0, 1] × [0, 1]，计算：

(2) 积分区域D是由直线 y = x，y = 2x，x = 1所围成的区域，计算：

(3) 积分区域D是由抛物线 y = x2 和直线 y = 4所围成的区域，计算：

(4) 证明二重积分的对称性：如果被积函数 f(x, y)具有轮换对称性，那么∬
R

f(x, y) dA =
∬

R
f(y, x) dA。

本人在放学的车上仍然坚持手机打 Latex 水文章的精神是多么可贵，这不，回家开电脑画俩图就能发
了。

∬
D

f(x, y)dxdy = {2 ∬
D2

f(x, y)dxdy

0
f(−x, y) = f(x, y)
f(−x, −y) = −f(x, y)

∬
D

f(x, y)dxdy = ∬
D

f(y, x)dydx =
2
1 ∬

D

(f(x, y) + f(y, x))dxdy

∬
D

ex+y dxdy

∬
D

(x2 + y2) dxdy

∬
D

ex+y dxdy
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